VISEKRITERIJUMSKO
PROGAMIRANJE

Ve¢ sam naziv — viSekriterijumsko programiranje — pokazuje da se u ovom slucaju vrsi
optimiziranje po viSe kriterijjuma, odnosno u modelu se nalazi dve ili viSe funkcija
kriterijjuma. Funkcija kriterijuma kao jedan od sastavnih delova ekonomsko-matematickog
modela obuhvata obeleZje po kojem razmatrani sistem treba da dostigne svoj optimum.
Namece se pitanje da li je potrebno istovremeno obuhvatiti viSe ciljeva u jednom modelu, 1
ako je odgovor potvrdan, koje ciljeve, i kako ih treba uzeti u obzir. Kao i celom postupku
modeliranja, izboru funkcije kriterijuma treba posvetiti posebnu paznju. Mnogobrojni su
argumenti koji govore u prilog Cinjenici da su potrebna istrazivanja u vezi sa funkcijom
kriterijuma. Pre svega, u upravljanju i procesima donoSenja odluka potrebno je da postoji
obelezje kojim se moZe meriti i izraziti efikasnost donete odluke. Sastavni deo procesa
donosenja odluka najces¢e predstavlja i izbor izmedu vise ciljeva, njihovo uskladivanje,
postavljanje rang liste ciljeva po vaznosti i utvrdivanje dinamike njihovog ostvarenja. Po
savremenom shvatanju visekriterijalnosti, medu datim ciljevima skoro uvek postoji jedan
koji je glavni, najvazniji, koji se moZe smatrati strategijskim. S druge strane, poSto
preduzece najceSce ima organizacione jedinice, zatim, pripada sloZenijem privrednom 1
regionalnom sistemu, a pored Cisto ekonomskih mora da uvazava i druge kriteriijjume
odlucivanja, proizilazi da uvek moZe da postoji sistem simultanih, istovremenih ciljeva
jednake vaznosti, od kojih su neki saglasni, a drugi kontradiktorni medusobno.

Model viSekriterijumskog programiranja je definisan na sledec¢i nacin:
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Definisano je r ciljeva z1, z5,..., z,:



C11°¥X1 + C12°%X> +...+ Cin'¥n = 271 —> max

Co1°X1 + CoroXo +...+ Con'Xp = 22 —> max

Cr1°¥1 + CroXo +...+ Crn'¥n = Zp —> max
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gde je c kriterijjumska matrica a z vektor vrednosti funkcija kriterijjuma. Definisani ciljevi
z;, mogu biti saglasni ili neusaglaSeni, odnosno suprotni sa stanoviSta odredivanja

optimalnog resenja, zatim, koeficijenti cy 5 su razlicitog sadrzaja i razlicitih redova veli¢ine
u pojedinim funkcijama kriterijuma. Pored ¢isto raCunsko-tehnickih poteSkoc¢a postoje 1

drugi problemi formulisanja, reSavanja 1 interpretacije modela i1 reSenja problema
viSekriterijumskog programiranja.

Uvedimo sledece osnovne pojmove u vezi sa viSekriterjjumskim programiranjem:

skup mogudih reSenja M je skup onih reSenja (vektora x) koja zadovoljavaju uslov o
nenegativnosti i sistem ograni¢avajucih uslova:
M:é>_<|>_<29, Ax <Db ¢

kriterijumski skup x je skup vektora vrednosti funkcija kriterijuma z koji su pridruZeni
svakom elementu iz M, tj. svakom mogucéem reSenju:
K= ég=z(>_<)|>_<EMé

savr§eno (maksimalno) refenje x5 je ono reSenje za koje sve funkcije kriterijuma dostizu
ekstremnu vrednost, 1 kazemo da x® dominira nad svim ostalim reSenjima:
x5eM £(x5 2 f(x)

ideal z% je vektor ekstremnih vrednosti koje pojedine funkcije kriterijuma pojedina¢no
mogu dosti¢i u skupu mogucih reSenja:
71 =
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ako je z1 e K, tada postoji x5 e M;

efikasno resenje x© je ono moguce reSenje za koje ne postoji ni jedno drugo reSenje xP
koje bi bilo bolje po jednoj a ne bi bilo gore po ostalim funkcijama kriterijuma:
5xPeM| (Vk, 7 (:P)2zy (x9)), (G, 2z (xP)>zy (x))E = @

kompromisno (preferirano, najbolje) resenje je ono reSenje koje se iz skupa efikasnih
reSenja bira kao konacno resenje.

Prakti¢ni problemi reSavanja formulisanog modela viSekriterijumskog programiranja se
mogu svesti na sledece:



¢ formiranje (beskona¢nog) skupa efikasnih reSenja

¢ formiranje podskupa efikasnih reSenja

e generisanje jednog kompromisnog reSenja, za S$to nije neophodno poznavanje
kompletnog skupa efikasnih reSenja; u okviru ove grupe pitanja posebno mesto
zauzimaju modeli ciljnog programiranja

5.1. MODELI SA PREFERENCIJOM CILJEVA

Ako postoji stroga preferencija ciljeva, tada se vr$i optimizacija po najvaznijem cilju, tj.
onom koji je prvi po rangu. Ako u ovom slucaju ne postoji alternativno reSenje, tada se
jedino optimalno reSenje dobijeno po prvom cilju prihvata kao konacno kompromisno
reSenje. Ako postoji alternativno optimalno reSenje po prvom cilju, tada se vrsi optimiranje
po cilju drugom po rangu, tj. od alternativnih optimalnih reSenja prvog cilja bira se ono
koje je najbolje po drugom cilju. U slu¢aju postojanja alternativnih optimalnih resenja i po
drugom cilju optimizacija se vr$i dalje po cilju treCem po rangu, itd. Primenom ovog
algoritma problem viSekriterijumskog se reSava postupcima jednokriterijumskog
programiranja, a dobijeno kona¢no reSenje je sigurno jedno od efikasnih reSenja.

PRIMER 94. U jednom pogonu planira se proizvodnja tri tipa proizvoda (P;, P,, P3).
Dnevni kapacitet pogona je 9 Casova, a za jedinicu proizvoda potrebno je angazovati,
redom, 1 ¢as, 1 ¢as odnosno 2 ¢asa kapaciteta pogona. Dnevno se u pogonu moze preraditi
najviSe 30 jedinica osnovne sirovine, koja se tro$i za jedinicu proizvoda u koli¢ini od 2
jedinice, 3 jedinice odnosno 4 jedinice, respektivno. Ukupna dnevna proizvodnja treba da
iznosi najmanje 8 jedinica svih proizvoda zajedno. Prodajne cene po jedinici proizvoda su,
redom, 6 nov€anih jedinica, 4 n.j i 2 n.j. Odredite optimalni program proizvodnje, ako su
postavljena dva cilja:

- maksimalna dnevna proizvodnja, kao cilj prvog ranga, 1
- maksimalni prihod, kao cilj drugog ranga!

R 94. Model sa preferencijom ciljeva:
X1, X5, x3 20

X1 + X9 + 2x3 < 9
2x1 + 3xp + 4x3 < 30
Xl + X2 + X3 > 8

X1 + Xp + X3 = z7 — max (cﬂjprvogranga)
z, — max (cilj drugog ranga)

6x1 + 4xy + 2x3

Prvo se odreduje optimalno reSenje po prvom cilju:

X1 Xz X3 d3
dq 1 1 2 0
ds 2 3 4 0 30
v3 1 (1) 1 -1
zq 1 1 1 0 0




dq 0 1 (1)

do -1 -1 3

X9 1 1 -1

zq 0 0 1 -8

Z 2 -2 4 -32
X3 vz x3 d

dg 0 1 1 1

ds -1 -2 -3

X9 (1) 2 1

Zq 0 -1 -1 -9

Z9 2 2 4 -36

Poslednja tabela sadrzi reSenje koje je optimalno po prvoj funkciji kriterijuma, x=0, x,=9,
x3=0, 21 max=9. Za ovo reSenje vrednost druge funkcije kriterijuma je z,=36, koje nije
optimalno. Prema prvoj funkciji kriterjjuma postoji alternativno reSenje; nula u redu z; 1
koloni x; omogucuje poboljSanje programa i po drugoj funkciji kriterijuma, jer se nalazi
pozitivna vrednost u redu z, i koloni x;: 2 > 0. Nakon izvrSene iteracije po oznatenom
ishodnom elementu sledi:

Xp vz x3 dg
d§ 0 1 1 1
do 1 0 -2 12
Zq 0 -1 -1 -9
Z9 -2 -6 -6 -54

Dobijeno reSenje je optimalno po obe funkcije kriterijuma, x;=9, x,=0, x3=0, 21 m,=9
25, max=54 Na ovaj nalin, dobijeno je savrSeno reSenje x5=[9,0,0] u skupu mogucih

reSenja, kojem odgovara ideal z1 = [9,54] u kriterijumskom skupu.

PRIMER 95. U jednoj fabrici proizvode se proizvodi A, B, C, D i E. U sledeéoj tabeli dati
su podaci o kapacitetima maSina M, M, 1 M3 (u Casovima) za dati vremenski interval,

tehnicki koeficijenti (utroSak masSinskih ¢asova po jedinici proizvoda) prihod (u novéanim
jedinicama po jedinici proizvoda) i masa proizvoda (u kg po jednici proizvoda):

Proizvod A B C D E
Masina Kapacite
t
M, 1 0 1 1 O 50
M, 2 4 2 0 2 200
M; o 2 2 2 2 160



Prihod| 4 6 6 4 4

Masa| 2 2 8 4 6
Odredite optimalan proizvodni program uz strogu preferenciju ciljeva! Cilj prvog ranga je
maksimalni prihod, a drugog minimalna ukupna masa proizvoda.

R 95.Promenljive x5, j=1,...,5 su koli¢ine proizvoda redom &, B, C, D i E. Model:
X1, Xy, X3, X4, X5 >0

xq + %3 X4 < 50

2x1 + 4x, + 2x3 2xg < 200

2%y + 2x3 2%y 2%g < 160

dxq + 6xy + 6X3 dxg dxg = z7 — max
2x1 + 2x9 + 8X3 dxg 6X5 =z, — min

dq 1 (1) 1 0 50
d 2 2 200
dj 0 2 160
zq 4 6 6 4 4 0
z, -2 -2 -8 -4 -6 0

X1 X2 dp Xy X5
X3 1 0 1 1 50
dy 0 (4) -2 -0 100
ds -2 2 -2 0 60
Z1 -2 6 -6 -2 4 -300
Z9 6 -2 8 4 -6 400

X1 dp dp Xy X5
X3 1 0 1 1 0 50
X9 0 1/4 -1/2 -1/2 1/2 25
ds -2 -1/2 -1 (1) 1 10
z] -2 -3/2 -3 1 1 -450
zy 6 1/2 7 3 -5 450

X1 dp dj d3 X5
X3 (3)  1/2 2 1 1 40
%5 -1 0 -1 1/2 1 30
X4 -2 -1/2 -1 1 1 10
zq 0 -1 -2 -1 0 -460
z, 12 2 10 -3 -8 420

ResSenje koje je optimalno po prvoj funkciji kriterijuma je:
x1=0, x9=30, x3=40, x4=10, x5=0, Zl,maxz46o' z5=420

Postoji alternativno optimalno reSenje po prvoj funkciji kriterijuma, za koje se moZze

izvrSiti poboljSanje po drugoj funkciji kriterijuma:

X3 dy dp ds X5
X1 1/3 1/6 2/3  -1/3 -1/3 40/3
%5 1/3  -1/6 -1/3 1/6 2/3 130/3
x4 2/3  -1/6 1/3 1/3 1/3 110/3
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Dobijeno reSenje je optimalno po prvom kriterijumu, ali nije 1 po drugom. Program je
poboljsan po drugoj funkciji kriterijuma, medutim ne postoje dalje moguénosti poboljSanja
tako da se ne pogorsa rezultat po prvoj funkciji kriterjjuma. PoSto je prvi kriterijjum visSeg
ranga u odnosu na drugi, dobijeno reSenje se prihvata kao kona¢no kompromisno reSenje.

ReSenje se Cita 1 analizira na uobicajeni nacin.

5.2. SKUP MOGUCIH RESENJA, SKUP EFIKASNIH RESENJA,
KRITERIJUMSKI SKUP

PRIMER 96. U slede¢em visekriterijumskom modelu odredite graficki skup moguéih
reSenja, kriterijjumski skup, skup efikasnih reSenja i ideal!

R 96.

Slika 32.

Skup
mogucih
reSenja

X1r X2
X1 + X
X1~ %2
x1

X1 +2x9
3x1 + %3

>

IV A A

0

zZ1 —> max

Z9 —> max

4

M - skup mogucih reSenja

D(2,6) - optimalno reSenje po prvom cilju, 21, max =

C(6,2) - optimalno reSenje po drugom cilju, 22 max =

14
20




Tacke duzi cp - skup efikasnih reSenja
Podaci za preslikavanje skupa M u skup K:

Ekstremne Koordinate Koordinate Ekstremne
tacke skupa M X1 X) 7] 7y tacke skupa K
A 2 0 2 6 P
B 4 0 4 12 0
C 6 2 10 20 R
D 2 6 14 12 S
Slika 33.

Kriterijumski
skup 1 ideal

K - kriterijumski skup; ekstremne tacke su odredene smenom koordinata ekstremnih
tatakaMuz; 1z, A->P,B—>Q,C—->R,D—>S.

Tacke duzi rRs - vrednosti funkcija kriterijjuma z; 1 z, koje odgovaraju efikasnim
reSenjima.

1d - ideal, skup individualnih ekstremnih vrednosti dve funkcije kriterijuma.

PRIMER 97. U slede¢em viSekriterijumskom modelu:
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10x7 — 5xp = zp — max

1. a) Utvrdite i analizirajte skup mogucih resSenja!



b) Utvrdite skup efikasnih resenja!
¢) Odredite kriterijumski skup 1 ideal!
2. Odredite efikasna bazna resenja!

R 97.1. a) Skup mogucih reSenja je prikazan na sledecem grafikonu

Slika 34.

Skup A\
mogucih

reSenja i

novo linije

- Skup M ima beskona¢no mnogo elemenata

- Skup M je konveksni poliedar

- Skup M ima 6 ekstremnih ta¢aka

- Skup M je dvodimenzionalan

- Skup M nije simpleks

b) Vrednosti funkcija kriterijjuma z; 1 z, u ekstremnim tackama skupa M sadrZzane su u
sledecoj tabeli:

Ekstremne tacke
Ekstremne o
N %1 %2 21 z2 kriterijumskog
tacke skupa M
skupa
A 0 0 0 0 A’
B 5 0 1/2 50 (max) B’
C 5 2 9/10 40 c’
D 4 3 1 (max) 25 D’
E 2 3 8/10 5 E’
F 0 1 2/10 -5 E’




Skup efikasnih reSenja obuhvata tacke izlomljene duZi BcD
Ideal je skup ekstremnih vrednosti funkcija kriterijjuma 1d (1, 50)
¢) Kriterijumski skup i ideal su prikazani na sledecem grafikonu

Slika 35.

Kriterijumski
skup 1 ideal

Az,




