OSNOVNI POJMOVI MREZNOG PROGRAMIRANJA

U ovom delu bi¢e prikazani neki osnovni tipovi zadataka iz oblasti mreZnog
programiranja (ili mreznog planiranja). ZajedniCka karakteristika ovih zadataka je da su
povezanosti elemenata posmatrane problematike, prezentovani mreZnim dijagramom.

Graf G je definisan sa dva konac¢na skupa:
- skupom vrhova (¢vorova) oznacenih simbolima
- skupom lukova, napr. (a-B, aA-c, B-D, cC-D); luk predstavlja ureden par vrhova
(i,3), Sto znaci da vrh i prethodi vrhu j; na primeru na sledecoj slici definisani su

lukovi (1,2), (1,3), (1,4), (2,4) 1 (3,4).

Slika 36. ﬂ
Graf 2/
A /DY
Y,

Mrezni dijagram u matematiCkom smislu oznacava konacan orijentisan graf, bez kruznog
puta, u kome svakom luku pripada i merni broj u; 5.

1. PROBLEM NAJKRACEG PUTA

PRIMER 114. Jedna fabrika ima tri magacina (M;, i=1,2,3), na razli¢itim lokacijama.
Slede¢i mreZzni dijagram prikazuje putnu mreZu i udaljenosti od fabrike F, do pojedinih
magacina, preko raskrsnica Rj j=1,2....5.

Udaljenosti na gornjoj mreZzi date su u km.

Odredite najkrace udaljenosti od fabrike do pojedinih magacina!

R 114. Tok reSavanja zadataka prikazano je tabelom na slede¢oj strani.Najkraée
udaljenosti su sledece:



Najkraci put od fabrike do magacina M iznosi 25 km, a vodi preko vrha S,. (oznaka e
u tabeli)

Najkra¢i put od fabrike do magacina M, iznosi 14 km, a vodi preko vrhova S, i Ss.

(oznaka * u tabeli)

Najkra¢i put od fabrike do magacina M3 iznosi 26 km, a vodi preko vrhova S,, S31 M,.
(oznaka + u tabeli)

Sj F S1 S4 Sz S3 M1 Ss Mz M3
O] F | +*e | 15 10 5

15 S 2

10| S4 ° 5 15 30

51 S5 +* 5 30

10| S; +* 4
25| M, ) 12 15
371 Ss 20
14| My +* 12
26 | M i

PRIMER 115. Odredite najkra¢i put na osnovu slede¢eg mreznog dijagrama:

Udaljenosti na gornjoj mreZi date su u stotinama metara

R 115.

0] A + | 155 | 200 | 305
15| C + | 330 100

200 B 100 | 150 | 220

301 D 300




30| F 20 225
0
32| E 120 | 202
0
251 G + 60
5
31| H +
5

Najkraci put vodi preko vrhova A-C-G-H i iznosi 315 jedinica (stotina metara).

2. ANALIZA VREMENA -
PROBLEM IZNALAZENJA KRITICNOG PUTA

Analiza vremena znaci odredivanje parametara kontrolisanja vremenskog odvijanja
projekta, s ciljem iznalaZenja optimalnog tempa odvijanja aktivnosti i obvezbedenja
minimalnog vremena zavrSetka celokupnog projekta. Osnovicu analize vremena €ini
takav mrezni dijagram u kojem su pojedini dogadaji (vrhovi) povezani raznim
aktivnostima (lukovima).

Aktivnost je proces koji se odigrava u vremenu, dok je dogadaj trenutak pocetka ili zavrSetka
aktivnosti.

Kriticni put je niz medusobno povezanih aktivnosti koje se obavljaju izmedu pocetnog i
zavrsnog dogadaja, a imaju ukupno najduze vreme trajanja. Kriti¢ni put je najduzi put u
mreZi.

Analizu vremena u nastavku ¢emo vrsiti po metodima CPM (Critical Path Method — metod
kriticnog puta) i PERT (Program Evaluation and Review Technic — tehnika procene i
revizije programa).

METOD CPM (Critical Path Method)

Ovaj metod se primenjuje ako se raspolaze tacno utvrdenim (normiranim) vremenima
trajanja aktivnosti (t ; ;). Uvedimo sledece simbole:

O . “es v . .

t; - najraniji pocetak aktivnosti ;

tg. - najraniji zavrSetak aktivnosti 2, 5
1 . e % . .

t; - najkasniji pocetak aktivnosti 2; 5
1

€5 - najkasniji zavrSetak aktivnosti 2; 5
Vremenske rezerve se javljaju kod nekriticnih aktivnosti i pokazuju za koliko se moZze
odloziti pocetak, odnosno zavrSetak pojedinih aktivnosti,a da to ne utie na krajnji rok

zavrSetka projekta. Postoji viSe vrsta rezervi, ovde ¢emo prikazti ukupne i slobodne.
Ukupne vremenske rezerve aktivnosti Ajj se racunaju po obrascu:

ua _ .1, 0
iy =ty -t g+ t)

Slobodne vremenske rezerve se racunaju kao:

s _,.0_ ... 0
Iy =ty o(tigHey)



1. ZADATAK

Povezanosti 1 vremena trajanja (u danima) aktivnosti koje se
javljaju prilikom izgradnje jedne stambene zgrade prikazuje sledeci
mrezni dijagram.

1. Odredite kada se moZe najranije zavrSiti ova zgrada!

2. Odredite ukupne i slobodne vremenske rezerve

PRIMER 117. Povezanosti i vremena trajanja (u danima) aktivnosti koje se javljaju
prilikom izgradnje jedne stambene zgrade prikazuje mreZni dijagram na sledecoj strani.
Odredite kada se najranije moZe zavr$iti gradnja ove zgrade! Odrediti kriti¢ni put (niz
aktivnosti najduzeg trajanja koje odreduju najraniji mogucdi rok zavrSetka objekta)!

Napomena Slovne oznake predstavljaju pocetke, odnosne zavrSetke pojedinih aktivnosti, a
izvrSena je numeracija vrhova (od 1 do 9), tako da manji redni broj vrha uvek prethodi
ve¢em. Iznad strelica prikazana su vremena trajanja aktivnosti. Isprekidana strelica
oznacava tzv. fiktivnu aktivnost duZine trajanja O (nula), a zapravo ukazuje na
uslovljenost pocetka naredne aktivnosti zavrSetkom prethodne.

R 117.
Najranij A B C D F E G H M
i rokovi
t,°=0 Al 10 | 20 12
t,’=10 | B2 10 0 20




=20 [ C3 12
t,’=12 | D4 201 | 132
ts’=213 | F5 11 125
t'=224 |[E6 51 105
t,'=275 | G7 21
ts’=338 | H8 20
te’=358 | M9
Najkasniji t'=0 | '=23 | 5'=24 | t,'=12 [ t5'=21 [ t4'=25 | ,'=33 | t5'=33 | 15'=35
rokovi 1 1 3 3 7 8 8

* * * * *

Izgradnja se moze zavrsiti u roku od 358 dana. Kriti¢ni put vodi preko dogadaja A-D-F-
H-M (oznacno u tabeli sa *)

Napomena Najraniji rokovi zavrSetaka aktivnosti su racunati istim postupkom kao i duZine
rastojanja kod odredivanja najduzeg puta. Najkasniji rokovi zavrSetaka aktivnosti se
racunaju po obrascu:

1 R . s .
ti = mﬁn {tj - tij}’ pri cému je i<j, j=n,n-1,...,2;,i=n-1,n-2,...,1

1

Racunanje se sprovodi pocev od podatka tj =Tp=t91, gde T, oznafava najraniji

P
zavrsetak celog objekta:

1_.. _.0_
ty =Tp=tg =358

1.1

ty =ty —tgg=358-20=338

tl —tl t,4=358-21=337

7 =t t70= -

e —min{td -t th —t 1}=min{358-105, 337-51}=253

5 5 tegr ty-teq ,

tl=min{t} -t tl —to }=min{338-125, 253-11}=213
5= g~tsgs tg-tsgl=min , =

tl =min{tl 1 —min{213-201, 253-132}=12

4 —mln{ t5 —t45, t6 —t46}—mln{ - ’ - }_
tlotl t..=253-12=241

376 36

1 Cminged—t el ¢ tL _t,2}=min{337-20, 253-0, 241-10}=231
o =i 77271 tg~t26s tzTto3sTML ’ ’

1 . 1 1 1 .
t1=m1n{t4—t14, t3 —t13, t2t12}=m1n{12—12, 241—20, 231—10}=O

Kriti¢ni put se dobija uporedivanjem najranijih i najkasnijih rokova dogadaja; na
kriticnom putu ovi rokovi su jednaki.

DOGADAJ 1 2| 3 4 5 6| 7 8 9
Najraniji rokovi 0| 10 20| 12| 21| 22| 27| 33| 358

Najkasniji rokovi 0| 23| 24| 12| 21| 25| 33| 33| 358




RAZLIKA ol | | ol of | | ol o
KRITICNIPUT | A D—F H-

PRIMER 118. Na slede¢em dijagramu prikazane su aktivnosti u vezi s izgradnjom jedne
zgrade. Vremena trajanja aktivnosti date su u danima.

Odredite kada se moZe najranije zavrSiti ova zgrada i izracunajte vremenske rezerve!

R 118.
Najrani
ji
rokovi A | B CcC | D F E|G|H|M
0lA O 10 | 20 | 12
0 0 0
100| B 1 10 0 |22
0 0
2001 C 2 12
0
120D 3 20 | 13
0 0
320 | F 4 14 12
0 0
460 | E 5 72 | 50 | 10
0
5321 G 6 21
0
510 H 7 20
0
742 1M 8




Najkasniji | O | 240|340 | 120 | 320 | 460 | 532 | 542 | 742
rokovi

U sledecoj tabeli prikazan je postupak izraCunavanja vremenskih rezervi za dati primer.

Aktivnost | Vieme | Najraniji | Najraniji | Najkasnij [ Najkasnij | Ukupna Slobodna
trajanja | pocetak | zaviSetak | ipocetak i vremens | vremenska
zavrSetak ka rezerva
rezerva
-3 b £ t(]). e t% o s

A-B 100 0 100 0 240 140 0
A-C 200 0 200 0 340 140 0
A-D 120 0 120 0 120 0 0
B-C 100 100 200 240 340 140 0
B-E 0 100 460 240 460 360 360
B-G 220 100 532 240 532 212 212
C-E 120 200 460 340 460 140 140
D-F 200 120 320 120 320 0 0
D-E 130 120 460 120 460 210 210
F-E 140 320 460 320 460 0 0
F-H 120 320 510 320 542 102 70
E-H 50 460 510 460 542 32 0
E-M 100 460 742 460 742 182 182
H-M 200 510 742 542 742 32 32
E-G 72 460 532 460 532 0 0
G-M 210 532 742 532 742 0 0

PRIMER 119. Odredite kad se najranije moZe predati objekat ¢iju gradnju pokazuje
slede¢i mrezni dijagram:

R 119. Objekat se moZe predati najranije u roku od 322 dana, a kriti¢ni put vodi preko
dogadaja 1-4-6-8. Odredivanje kriticnog puta prikazano je slede¢om tabelom.
| Najraniji | | 1 [ 2[4 [3]5]6]7]8]




0]1 95 | 55 | 10

952 18 | 28

5514 0 16 | 84
11313 36
123 |5 90 80
21716 10
139 |7 30
322 (8
Najkasniji | O | 99 | 55 | 181 ] 127|217 | 292 | 322

% % % %

Sledeca tabela sadrZi ukupne vremenske rezerve:

i—- t45 t(i) t% rfj
1-2 95 0 99 4
1-4 55 0 55 0
1-3 100 0 181 81
2-3 18 95 181 68
2-5 28 95 127 4
4-3 0 55 181 126
4-6 162 55 217 0
4-7 84 55 292 153
3-6 36 113 217 68
5-6 90 123 217 4
5-8 80 123 322 119
6-8 105 217 322 0
7-8 30 139 322 153

METOD PERT"

Ovaj metod se primenjuje u analizi vremena kada nije moguce precizno normirati
vremena trajanja aktivnosti, nego se vrSi njihova procena. Za svaku aktivnost se
procenjuju:

- optimisticko (najkrace) vreme trajanja a; 4
- najverovatnije vreme trajanja m;

- pesimisti¢ko (najduze) vreme trajanja b 5

Matematicko ocekivano vreme se izraCunava na osnovu procenjenih vremena trajanja tzv.
trajanja aktivnosti 4, 5 po formuli:

e aij+4'mij+bij
17 6

Varijansa se odreduje za svako ocekivano vreme:

2
o2 [ PiiTeis
ij 6

Uvedimo sledece oznake:

* Program Evaluation and Review Technics, tehnika procene i kontrole programa



Tp najraniji rok zbivanja dogadaja

Ty, najkasniji rok zbivanja dogadaja
R, =Tp - Tg vremenska rezerva, k=1,2, ...,n
T, — T .
z=-2_E faktor verovatnoce
o2
Iy

zaz = 0  verovatnoca ostvarenja dogadaja je 50%
zaz < -3 verovatnoca ostvarenja dogadaja je blizu nule

za 7z > 3  verovatnoca ostvarenja dogadaja je blizu 100%

PRIMER 121. U slede¢oj tabeli prikazana su procenjena optimisti¢ka, najverovatnija i
pesimisti¢ka vremena trajanja aktivnosti koje se javljaju kod izgradnje jednog objekta:

Vreme trajanja u danima
Aktivnosti aji; mj 5 b5
1-2 6 7 11
1-3 10 14 18
2-4 8 10 18
2-5 9 11 13
3-5 8 9 10
3-7 10 13 16
4-6 12 15 18
4-5 6 6 6
5-7 2 3 4
5-8 8 8 8
6-8 12 14 16
7-8 10 11 12

1. KonstruiSite mreZni dijagram obavljanja aktivnosti!

2. Odredite kada se moZe najranije zavrSiti izgradnja?

3. Utvrdite vremenske rezerve!

4. Kolika je verovatnoca da ¢e se izgradnja zavrSiti u roku od 90 dana?

R 121.1. MreZni dijagram je dat slede¢om shemom:

10-11-12



R 121.2. Na osnovu podataka sa mreZe izraGunate vrednosti matematicko oéekivanog
vremena trajanja aktivnosti i varijansi date su u sledecoj tabeli:

=5 €55 o7
2 75 25736
1-3 14.0 16/9
2-4 11,0 25/9
25 11,0 4/9
35 9.0 1/9
3.7 13.0 1
4-5 6.0 0
4-6 15,0 1
5-7 3.0 1/9
5-8 8.0 0
6-8 14.0 4/9
7-8 11,0 1/9

U sledecoj tabeli prikazane su izraCunate vrednosti najranijih i najkasnijih rokova
zbivanja dogadaja kao i varijanse najranijih rokova. Postupak raCunanja je sledeci:

- u tabelu se prvo unose o¢ekivana vremena trajanja sa odgovaraju¢om varijansom, za
sve aktivnosti,

- najraniji i najkasniji rokovi se racunaju po postupku prikazanom kod metoda CPM,

- paralelno sa izraCunavanjem najranijih rokova racunaju se i pripadajuce varijanse,
sumirajuci uvek izabranom vremenu pripadajucu varijansu.

2
'E| O 12131 4als]e6]7]s
070 T 75 14
3503 161
751725736 12 T {11
2509 4/9
41169 |3 9 3
1/9 1
18512573 14 6 115
6 ol 1
274512573 15 38
6 19" 0
3571613 16 P
6 4/9
27512073 7 I
6 1/9
TSI |8
T 0 175 (2351185335 3351365 475
E3 E3 E3 E3 E3

Izgradnja se moZe zavrSiti najranije u roku od 47,5 dana, a kriti¢ni put vodi preko
dogadaja 1-2-4-6-8.



R 121.3. Vremenske rezerve za kriticne dogadaje jednake su 0, a za nekriti¢ne dogadaje
Su: R;=23,5-14=9,5 Rg=33,5-24,5=9,0 R7=36,5-27,5=9,0

R 121.4. Faktor verovatnoce je:

20475 425
177 2,217...

36

=19,17>3

Sto znaci da je verovatnoc€a da ¢e objekat biti zavr§en za 90 dana blizu 100%.

1. ZADATAK
Ocenjena vremena trajanja aktivnosti, koje se javljaju kod izgradnje jednog objekta su
data u narednoj tabeli.

1. Nacrtajte mrezni dijagram i odredite kad se moZe najranije zavrSiti izgradnja?
2. Kolika je verovatno¢a da se izgradnja moZe zavrs$iti u roku od 260 dana?
3. Odredite vremenske rezerve!

AKTIVNOS | VREME TRAJANIJA (u danima)
TI ajs m; 5 bij
A-B 18 20 22
A-C 17 18 19
A-D 11 12 20
B-C 16 18 20
B-E 17 18 19
D-F 13 14 15
D-G 10 12 14
C-F 80 90 100
E-F 13 13 13
E-H 16 17 18
F-H 10 12 14
F-G 15 16 17
G-H 25 27 29

PRIMER 122. Optimisti¢ka, verovatna i pesimisticka vremena trajanja aktivnosti koje
se javljaju prilikom gradnje jednog objekta prikazuje sledeca tabela:

Aktivnosti Vreme trajanja u danima
Aij aij mij bl_]
0-1 7 10 13
1-2 23 26 29
1-3 5 6 7
1-4 8 10 12
2-6 23 24 25
3-5 13 13 13
3-6 15 20 25
4-5 12 14 16
4-7 10 12 14




5-6 12 14 16
5-8 6 10 14
6-8 27 28 29
7-8 13 23 33

1. Odredite kriti¢ni put!

2. Kolika je verovatnoca da se zavrSetak izgradnje moZe skratiti za 15 dana u odnosu na
vreme trajanja izracunato u prethodnoj tacki?

3. Odredite vremenske rezerve!

R 122.1. U tabeli na sledecoj strani prikazano je izracunavanje kriti¢nog puta. Kriti¢ni
put vodi preko dogadaja 0-1-2-6-8 a duzina trajanja (najranije vreme zavrSetka objekta)
iznosi 88 dana.

R 122.2. Verovatnoéa da se izgradnja moZe skratiti za 15 dana je priblizno 0%:

88—15)—88 -15
=( ) = =~-10,06<-3
20 1, 490...
9

R 122.3. Vremenske rezerve su:

Ry = 33 - 16 = 17 Ry = 34 - 20 = 12
Rs = 46 - 24 = 12 Ry = 65 - 32 = 33
Utvrdivanje kriticnog puta:
Te | 42 1 2 4 3 5 6 7 8 9
T
0[0 1 10
1
101 2 26 |6 10
1| 1/9 4/9
362 4 24
1/9
16 | 10/9 |3 13 |20
0] 25/9
20| 13/9 |5 14 12
4/9 4/9
341179 | 6 14 10
4/9 16/9
60 | 19/9 |7 28
1/9
321179 |8 23
25/9
881209 |9
TL 0O | 10 | 36 | 33 | 32| 46 | 60 | 65 | 88
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3. PROBLEM MAKSIMALNOG TOKA

Kod problema tokova podaci na lukovima mreZe predstavljaju propusnu moé, tj.
moguéi najve¢i tok izmedu dva vrha. Kao zadatak, postavlja se odredivanje
maksimalnog moguceg toka izmedu pocetnog i krajnjeg vrha, uzimajué¢i u obzir
pojedina¢ne kapacitete (u; 4) 1 sve moguce puteve.

Algoritam reSavanja zadatka ima sledece korake:

e 1. korak - Odreduje se jedan put (py ) na grafu od ulaza do izlaza tako da se pode od
ulaznog vrha, i kod svakog sledeceg vrha do kojeg se stigne, skrece se najvise na levo.

e 2. korak - Posto je odreden prvi put (p;), propustimo po njemu maksimalni tok za taj
put, koji je odreden najmanjim od kapaciteta (u;=min{u; 4}) lukova koji pripadaju tom
putu. Utvrdena minimalna vrednost se oduzima od kapaciteta svih lukova na tom putu.

Lukovi kojima je preostali kapacitet jednak nuli nazivaju se saturiranim lukovima, te se
oni briSu sa grafa; preostaje tzv. parcijalni graf.

e 3. korak - Koraci 1. i 2. se ponavljaju na uzastopno dobijenim parcijalnim grafovima,
sve dok se mogu naci putevi koji ne sadrZe saturirani luk (to su tzv. nesaturirani putevi).
Time su odredeni kapaciteti u, puteva py,.

e 4. korak - Ako je nakon uzastopnih ponavljanja koraka 1. i 2. dobijen parcijalni graf
koji ne sadrzi ni jedan nesaturirani put, tada se iznalazi eventualni nesaturirani lanac na
parcijalnom grafu. Lanac se sastoji od niza lukova koji vode od ulaza do izlaza, i to tako
da se uzimaju u obzir:

(i) s jedne strane lukovi (potpuno slobodni ili delimi¢no iskori§¢eni) sa datim smerom
(koji je oznacen strelicom) i svojim preostalim slobodnim kapacitetom,

(ii) a sa druge i lukovi (delimi¢no iskori§¢eni) sa smerom koji je obratan u odnosu na
njihov dati smer ali sa iskoriS¢enim iznosom kapaciteta (intenzitetom toka na tom
luku).

Maksimalni tok u, na lancu 1, je najmanji od svih iznosa slobodnih kapaciteta lukova

tipa (i) i iskoriS¢enih kapaciteta lukova tipa (ii). Odredivanjem lanca, zapravo vrsi se
modifikacija ranije utvrdenih puteva.

e 5. korak - Korak 4. se ponavlja sve dok se ukupan tok moZe povecati po nekom novom
lancu. Ako viSe ne postoji nesaturirani lanac, tada je racunanje zavrSeno.

e Maksimalni tok sistema predstavlja zbir svih kapaciteta puteva i lukova.



PRIMER 123. Odredite maksimalni tok na osnovu sledeceg grafa:

R 123.
Putevi | Kapaciteti puteva___
p. = {A,B,F,G} u;=min{48,16,52}=16
p. = {A,B,D,F,G} u,=min{32, 16,34, 36}=16
ps = {A,B,C,F,G} us=min{l16,16,40,20}=16
ps = {A,C,F,G} u,=min{72, 24, 4}=4
ps = {A,C,F,G} us=min{68, 48, 64}=48
Lanac | Kapacitet lanca .
1, = {p,C,F,D,G} us=min{20,20,16,16}=16
Maksimalni tok sistema 116

Napomena Kod odredivanja lanca 1; promenjena je orijentacija luka izmedu vrhova D i F.

Nakon odredivanja kapaciteta svih utvrdenih puteva, iskoriS¢eni kapacitet (intenzitet
toka) luka D—F iznosi 16, §to ujedno predstavlja slobodan kapacitet luka F—D kod
odredivanja moguceg najveceg toka lanca.

PRIMER 124. Odredite maksimalni tok na osnovu sledeceg grafa:

R 124.
Putevi ] Kapaciteti puteva |
p. = {A,B,E,H} u;=min{120,270,180}=120
p2 = {A,D,F, H} u,=min{360, 120,390}=120
ps = {&,D,G,F,H} us=min{240,300,300,270}=240
ps = {A,C,F, H} us= 1in{540,120,30}=30
ps = {A,C, G, H} us=min{510, 360, 450}=360




Lanac Kapacitet lanca

1, ={a,C,F,G,H} ug=min{150, 90,240, 90}=90
Maksimalni tok sistema 960

. ZADATAK

U sledecoj tabeli dati su podaci o propusnoj mo¢i putne mreze izmedu pojedinih mesta.
Nacrtajte mrezni dijagram i odredite propusnu mo¢ putne mreZe!

Put Propusna mo¢
A-B 120
A-C 540
A-D 360
B-E 270
C-F 120
C-G 360
D-F 120
D-G 300
E-H 180
G-F 300
G-H 450
F-H 390




